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RÉSUMÉ 

 
 Dans cet article, nous proposons une nouvelle approche pour la modélisation de 
la volatilité en temps discret et continu. Nous adoptons la même approche que la 
littérature de la volatilité stochastique en supposant que la volatilité est une fonction 
d’une variable d’état. Néanmoins, au lieu de supposer que la fonction de lien est 
donnée de manière ad hoc (par exemple, exponentielle ou affine), nous supposons que 
c’est une combinaison linéaire des fonctions propres de l’opérateur espérance 
conditionnelle (ou générateur infinitésimal) associé à la variable d’état en temps discret 
(ou continu). Les modèles populaires exponentiels et racine carrée sont des exemples 
où les fonctions propres sont respectivement les polynômes de Hermite et de Laguerre. 
L’approche par fonctions propres a au moins six avantages : i) elle est générale puisque 
toute fonction de carré intégrale peut être écrite comme combinaison linéaire des 
fonctions propres; ii) l’orthogonalité des fonctions propres permet d’utiliser les 
interprétations usuelles de l’analyse en composantes principales linéaires; iii) les 
dynamiques induites de la variance et du carré de l’innovation sont des ARMA et donc 
sont simples pour la prévision et l’inférence statistique; iv) plus important, cette 
approche génère des queues épaisses pour les processus de volatilité et de 
rendements; v) à l’opposé des modèles usuels, la variance de la variance est une 
fonction flexible de la variance; vi) ces modèles sont robustes vis-à-vis de l’agrégation 
temporelle. 
 
Mots clés : volatilité, volatilité stochastique, générateur infinitésimal, espérance 

conditionnelle, fonctions propres, ARMA, queues épaisses, GMM 
 
 
 

ABSTRACT 
 
 In this paper, we introduce a new approach for volatility modeling in discrete and 
continuous time. We follow the stochastic volatility literature by assuming that the 
variance is a function of a state variable. However, instead of assuming that the loading 
function is ad hoc (e.g., exponential or affine), we assume that it is a linear combination 
of the eigenfunctions of the conditional expectation (resp. infinitesimal generator) 
operator associated to the state variable in discrete (resp. continuous) time. Special 
examples are the popular log-normal and square-root models where the eigenfunctions 
are the Hermite and Laguerre polynomials respectively. The eigenfunction approach 
has at least six advantages: i) it is general since any square integrable function may be 
written as a linear combination of the eigenfunctions; ii) the orthogonality of the 
eigenfunctions leads to the traditional interpretations of the linear principal components 
analysis; iii) the implied dynamics of the variance and squared return processes are 
ARMA and, hence, simple for forecasting and inference purposes; (iv) more importantly, 
this generates fat tails for the variance and returns processes; v) in contrast to popular 
models, the variance of the variance is a flexible function of the variance; vi) these 
models are closed under temporal aggregation. 
 
Key words : volatility, stochastic volatility, infinitesimal generator, conditional 

expectation, eigenfunctions, ARMA, fat tails, GMM 
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�!Þ/À�Ù�Ñ�ÎoÙ£¿ ê À6¿�¿ ê ÑiÙ�Ñ¨¿ é ÊSÎoÈYþ�Ê�ÆÇËÔÀ6¿~Î�Ê'È�ÙPÀ6Æ~Ñ3ÈYÊ�¿PÀwÌsÀ�ÎoÐáÀ6Ï?Ð�ÑÖþ�Ê�Æ�¿ ê ÑÑiÞìÊ'ÈYÊ'Ë�Ñ/¿�Æ[ÎoÞ/ÎoÀ�È�Û Á ê Ñ/Æ~Ñ/þ�Ê�Æ~Ñ�Ú�¿ ê Ñ/ÆÇÑ#ÎoÙ¨À�ÈzÎoÉYÑiÈ1¿~Î��?Þ/À6¿~Î�Ê'ÈAØ�Æ~Ê�Ï?Ð�ÑiË À�È�É é ÑSÈYÑ/ÑiÉ>À�È2ÎoÉ�ÑiÈ�¿~Î��WÞ/À6¿~Î�Ê'ÈÀ�Ù~Ù~½?Ë�Ø�¿~Î�Ê'È�Û��YÊ�Æ#ÎoÈ�Ù�¿~À�È�ÞìÑ�Ú¡Ï1Õ>À�Ù~Ù~½�ËÖÎoÈYÜ_¿ ê À6¿�¿ ê ÑqÐ�Ê�Ü��+ÌsÀ6Æ[ÎoÀ�È�ÞìÑqÎoÙ3À�ð×À�½�Ù~Ù~ÎáÀ�È���âPÂBãwÅ Ø?Æ~Ê�ÞìÑiÙÇÙ/ÚÝ'À�Þ/ß�½�Î�Ñ/ÆwÚWà8Ê'ÐoÙ�Ê'È À�È�Éñâ±Ê'Ù~Ù~ÎüÂBãiä�ä�ä'Å�À�È�É�� ê Î�Ï,Ú���À6ÆÇÉ�À6ÆÇÎ%À�È�É�
 ê Ñ/Ø ê À6Æ[É_Â��6î�î�î�Å¡ÎoÉYÑiÈ1¿~Î�þUÕ3¿ ê Ñ�Ë�Ê9ÉYÑiÐLÛ
� Ï?Ù~Ñ/Æ~Ì�Ñ£¿ ê À6¿¡¿ ê ÑPË�Ê9ÉYÑiÐ é Î�¿ ê 
�¿~½�É�ÑiÈ�¿±É?ÎoÙ�¿�ÆÇÎ�ÏW½Y¿~Î�Ê'È3ÎoÙ±ÀÖË�Ê�É�ÑiÐ é Î�¿ ê ¿ é Ê þMÀ�Þì¿�Ê�ÆÇÙ�ÎoÈ�¿ ê ÑPÌ�Ê'ÐoÀ6¿~ÎoÐoÎ�¿CÕ�Û
�ñÊ�Æ~Ñ/ÊwÌ�Ñ/ÆiÚ
¿ ê ÎáÙ£ÎoÙ£ÀHË�½�Ð�¿~ÎoØ?ÐoÎoÞ/À6¿~Î�Ì�Ñ¢þMÀ�Þì¿�Ê�ÆÇÙ�Ë�Ê�É�ÑiÐLÛ��
ÎoÈ�À�ÐoÐoÕ�Ú¯ÎoÈqÞìÊ'È1¿~ÎoÈ1½�Ê'½�Ù£¿~ÎoËÔÑ�Ú¯¿ ê ÎoÙÃÐ�Ê1Ê! 9Ù£ÐoÎ" �ÑÖÀÙ~½YÏ.Ê�ÆÇÉ?ÎoÈ�À6¿�ÑiÉ Ø�Æ~Ê9ÞìÑiÙ~ÙÃÂ#�¾ÐoÀ6Æ$ WÚ,ãiä&%�''Å[Û(
�Ñ/Ñ£Ê'½YÆ�Ë�½�Ð�¿~Îoþ�À�Þì¿�Ê�Æ±À6Ø?Ø�Æ~Ê'À�Þ ê ÎoÈ�Ù�ÑiÞì¿~Î�Ê'È*)YÛ

+¡Ñ/Æ~Ñ�Ú?À�È�ÉñÎoÈ�À�ÐoÐ.Ê'½YÆ±À6Ø?Ø�Æ~Ê'À�Þ ê Ú é ÑÃÀ�ÐáÙ�ÊÔÀ�ÐoÐ�Ê é ¿ ê ÑÃÙ�¿~À�È?É�À6ÆÇÉ�Î�,/ÑiÉ3ÆÇÑiÙ~ÎoÉ�½�À�ÐG¿�ÊÔÏ.Ñ-
�¿~½?ÉYÑiÈ�¿¾Ê�Æ�À�È�ÕÊ�¿ ê Ñ/Æ¾ÆÇÀ�È�É�Ê'Ë Ì6À6ÆÇÎoÀ6Ï?ÐoÑ�Û8Á ê ½�Ù/Ú é Ñ�À6Æ~Ñ�¿�Æ~Õ9ÎoÈYÜP¿�Ê�Ñ/.9Ø?ÐoÀ�ÎáÈ é±ê Õ�¿ ê Ñ�Ì�Ê'ÐoÀ6¿~ÎoÐoÎ�¿CÕÔË�Ê9ÉYÑiÐLÚ9ÎLÛ³Ñ�Û¥¿ ê Ñ�Ø�Æ~Ê9ÞìÑiÙ~Ùø ôÓ Ú�þMÀ�ÎoÐoÙ¾¿�ÊÖÞ/À6Ø�¿~½�Æ~Ñªþ�À6¿±¿~À�ÎoÐoÙ�À�È�É ê Ê é ¿�Ê ÎoË�Ø�Æ~Ê�Ì�Ñ£Î�¿aþ�Ê�Æ±À�Ü'Î�Ì�ÑiÈ�Ø?Æ~Ê�ÞìÑiÙÇÙaÒ Ó Û
��Ù~Ù~½�ËÔÑª¿ ê À6¿a¿ ê Ñ0 9½YÆ~¿�Ê'Ù~ÎáÙ¾Ê�þ%Ò Ó ÎoÙ1�2.9ÑiÉ�Û3+¡ÑiÈ�ÞìÑ�Ú�¿ ê Ñ4 9½YÆ~¿�Ê'Ù~ÎáÙaÊ�þ8ö Ó ÎoÙaÜ�Ê�Ì�Ñ/ÆÇÈYÑiÉHÏ�Õ ø ô é±ê ÎoÞ ê ÎoÙ¿ ê Ñ�Ì6À6ÆÇÎoÀ�È�ÞìÑ�Ê�þ¾¿ ê ÑÔÐoÊ�Ü��+ÌsÀ6ÆÇÎáÀ�È�ÞìÑ�Û65BÈqØ�ÆÇÀ�Þì¿~ÎoÙ~Ñ�Ú,Ï1Õq½�ÙÇÎoÈYÜ¨¿ ê ÑÔÑiË�Ø?ÎoÆÇÎoÞ/À�Ð8Æ~ÑiÙ~½�Ðo¿~Ù×Ê�þ87ÃÎoË�Ú9
 ê Ñ/Ø ê À6ÆÇÉÀ�È�É�� ê Î�Ï ÂBãiä�ä!:'Å[Ú é Ñ×Þ/À�È¨Ù ê Ê é ¿ ê À6¿¾ÎoÈÖ¿ ê Ñ�Þ/À�Ù~Ñ¡Ê�þ,Ñ/.YÞ ê À�ÈYÜ�Ñ×ÆÇÀ6¿�ÑiÙ/Ú9¿ ê Ñ�ÌsÀ�Ðo½�Ñ±Ê�þ�Ñ/.9Ø%Â ø ô Å�ÎáÙ�Ù~ËÖÀ�ÐoÐ�Ñ/Æ¿ ê À�È;��Û<5BÈAÀ�È�Ê�¿ ê Ñ/Æ�À�È�À�Ð�Õ9Ù~ÎoÙ/Ú±Ý�À�Þ/ß1½�ÎoÑ/ÆiÚ�à8Ê'ÐoÙ�Ê'È>À�È�É2â±Ê'Ù~Ù~Î¢ÂBãiä�ä=)1Å¨Ù ê Ê é ¿ ê À6¿3þ�Ê�Æ¨À�ÐáÐ�¿ ê ÑSÙ�¿�Ê9Þ� Æ~Ñ/¿~½YÆ[È�Ùa¿ ê Ñ/Õ�ÞìÊ'È�Ù~ÎáÉYÑ/ÆiÚ�Ñ/.9Ø%Â ø ôwÅaÎáÙ�Ù~ËÔÀ�ÐoÐoÑ/Æ�¿ ê À�È>��Û?��Û(��Ù±À ÞìÊ'È�Ù�Ñiß�½YÑiÈ�ÞìÑ�Ú.ÎoÈ�¿ ê ÑPÐ�Ê�Ü���ÈYÊ�ÆÇËÔÀ�Ð%Ë�Ê9ÉYÑiÐLÚ¿ ê Ñ6 9½YÆ~¿�Ê'ÙÇÎoÙªÊ�þ¾¿ ê ÑÖÆÇÑ/¿~½YÆÇÈ�Ù£ÎáÙ£Ð�ÑiÙ~ÙÃ¿ ê À6¿-��Û?@ñ¿~ÎoË�ÑiÙª¿ ê ÑA �½�Æ~¿�Ê'Ù~ÎoÙªÊ�þ¾¿ ê Ñ¨Ù�¿~À�È�É�À6Æ[É�Î�,/ÑiÉqÆ~ÑiÙÇÎoÉ�½�À�ÐLÚ�ÒWÓ�Úé±ê ÎáÞ ê ÎoÙaÀ�Ù~Ù~½?Ë�ÑiÉ3¿�ÊÔÏ.ÑÃð×À�½�Ù~Ù~ÎáÀ�È�Û�Á ê Ñ×Ñiß�½�À�ÐoÎ�¿CÕ Ï.Ñ/¿ é Ñ/ÑiÈ�¿ ê Ñ4�?ÆÇÙ�¿¾¿�Ñ/ÆÇË!À�È�ÉH¿ ê Ñ£ÐoÀ�Ù�¿aÊ'ÈYÑ£ÎáÈSÂ���ÛB)1ÅÎoÙa¿�Æ[½YÑPÎoÈñÀÔÜ�ÑiÈYÑ/ÆÇÀ�Ð8Þ/À�Ù�Ñ¢Ù~ÎoÈ�ÞìÑÃ¿ ê ÎoÙ�ÈYÑ/ÑiÉ?Ù�Ê'È�Ð�Õ3¿ ê À6¿¡Ò Ó ÎoÙ�ÎoÈ�É�Ñ/ØGÑiÈ?ÉYÑiÈ�¿aþ�Æ~Ê'Ë ¿ ê ÑÃØ?À�Ù~¿±Ê�þ ø ÓMù�ú À�È�Éö ÓMù�ú Û¥Á ê ½�Ù/Ú1¿�ÊPÎoÈ?ÞìÆ~ÑiÀ�Ù�Ñ�¿ ê ÑC �½�Æ~¿�Ê'Ù~ÎoÙ�Ê�þ.ö Ó Ú1Ê'È�Ñ ê À�Ù�¿�Ê�ÎoÈ?ÞìÆ~ÑiÀ�Ù�Ñ�¿ ê Ñ�Ù�ÑiÞìÊ'È�É Ë�Ê'Ë�ÑiÈ1¿�Ê�þ.¿ ê Ñ¡ÌsÀ6ÆÇÎáÀ�È�ÞìÑØ�Æ~Ê9ÞìÑiÙ~Ù/Ú�Î+Û³Ñ�Û3DAE øGFÓ=H Û�Á ê ÎoÙaÎoÙ é±ê À6¿ é ÑÃÞìÊ'È?Ù~ÎoÉYÑ/Æ�ÈYÊ é Û5BÈ ¿ ê Ñ�ÐoÊ�Ü���ÈYÊ�ÆÇËÔÀ�Ð¥Ë�Ê9ÉYÑiÐLÚG¿ ê Ñ¢Ì6À6ÆÇÎoÀ�È�ÞìÑ ø ôÓ ÎoÙ¡À�ÙÇÙ~½�Ë�ÑiÉ ¿�Ê�Ï.Ñ�ÀHð×À�½?Ù~Ù~ÎoÀ�ÈI��âPÂBãwÅ±Ø�Æ~Ê9ÞìÑiÙ~Ù/ÛKJ¯Ñ/¿½�ÙaÉYÑL�WÈYÑª¿ ê Ñ£Ù�¿~À6¿�ÑPÌsÀ6ÆÇÎáÀ6Ï?Ð�Ñ0M Ó Ï1Õ

M Ó9N Ð�Ê�ÜWÂ ø ôÓ ÅO��Pø é±ê Ñ/Æ~Ñ�P N DAE Ð�Ê�Ü.Â ø ôÓ Å H Å å Qã(�IR ýÁ ê ÑiÈ,Ú9Îo¿�ÎoÙaÑiÀ�Ù�Õ3¿�ÊÖÙ ê Ê é ¿ ê À6¿
M Ó¯å RSM ÓMù�úUT;V ãW�IR ôYX Ó À�È�ÉZM Ó\[ í ÂMî9ïiãwÅ ý Â���Û?@'ÅÁ ê Ñ���ÆÇÙ~¿ Ø?À6ÆÇ¿¨Ê�þ3Â���Û?@'Å3Ë�ÑiÀ�È�Ù¨¿ ê À6¿�¿ ê Ñ Ø?Æ~Ê�ÞìÑiÙÇÙ�M Ó ÎoÙHð×À�½�ÙÇÙ~ÎoÀ�È;�¡â�ÂBãwÅ é±ê ÎoÐoÑñ¿ ê ÑqÙ�ÑiÞìÊ'È�ÉzØWÀ6Æ~¿Ù~ÀwÕ�Ù ¿ ê À6¿Ö¿ ê Ñ#½�È�ÞìÊ'È?É�Î�¿~Î�Ê'È�À�ÐaÉ?ÎoÙ�¿�ÆÇÎ�ÏW½Y¿~Î�Ê'È¹Ê�þKMsÓÃÎoÙ í ÂMî9ïiãwÅ[Û]5�¿ÖÎoÙ ÎoË�Ø.Ê�Æ~¿~À�È1¿Ô¿�Ê¹ÈYÊ�¿~ÎáÞìÑñ¿ ê À6¿ ¿ ê Ñ½�È�ÞìÊ'È?É�Î�¿~Î�Ê'È�À�Ð.É�ÎáÙ�¿�ÆÇÎ�Ï?½�¿~Î�Ê'È¨Ê�þOM Ó É�Ê1ÑiÙ¡ÈYÊ�¿±ÉYÑ/Ø.ÑiÈ�É�Ê'Èñ¿ ê Ñ£Ø.Ñ/ÆÇÙ~ÎáÙ�¿�ÑiÈ�ÞìÑªØ?À6ÆÇÀ�ËÔÑ/¿�Ñ/ÆWR8ÛüÁ ê ÑªÌsÀ6ÆÇÎáÀ�È�ÞìÑØ�Æ~Ê9ÞìÑiÙ~Ù ø ôÓ ÎoÙ�Æ~ÑiÐoÀ6¿�ÑiÉ�¿�ÊAM Ó Ï�Õ_^ ø ôÓ å Ñ/.9Ø%Â`P%Å1Ñ/.�Ø
Â ø M Ó Å ýÁ%Ê�Ù�Ñ/Ñ ê Ê é Ê'ÈYÑaÞ/À�È�ÎoÈ�ÞìÆ~ÑiÀ�Ù�Ñü¿ ê Ñ¾Ù�ÑiÞìÊ'È�É¢Ë�Ê'Ë�ÑiÈ1¿
Ê�þ ø ôÓ þUÆÇÊ'Ë ¿ ê Ñ¾Ø�ÆÇÑ/Ì�Î�Ê'½?Ù¯þ�Ê�ÆÇË�½�ÐoÀ9Ú é Ñ é ÎáÐoÐ'ÞìÊ'È�Ù~ÎáÉYÑ/ÆÀ�È Ñ/.�Ø?À�È?Ù~Î�Ê'ÈÔÊ�þ¯Ñ/.�Ø%Â ø M Ó Å[Û � ÈYÑ¡Þ/À�È¨þ�Ê�ÆüÎoÈ?Ù�¿~À�È�ÞìÑ¡ÞìÊ'È?Ù~ÎoÉYÑ/Æü¿ ê Ñ¡Á8ÀiÕ9Ð�Ê�Æ¾Ñ/.9Ø?À�È�Ù~Î�Ê'È Ê'È�M_aÓ Úcb å î9ïiã6ï ý�ý�ý Û
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